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3.1 VECTEURS ET SIGNAUX

= Composantes d’un vecteur
= Composantes d’un signal
= Produit scalaire

Unser / Signaux & Systémes

Composantes d’un vecteur

m Géométrie vectorielle: notions de base
» Vecteur: f = (f1, fo,..., fn) €R"

= Produit scalaire: (f, ) = fiz1 + foxa + -+ fon

o Norme: [[£]| = (£, )/ = \/f2 + 3+ + 12

(fw)
1A el

= Angle entre deux vecteurs: cosf =

m Meilleure approximation de f par u

= Approximation linéaire: f ~ cu

= Calcul de lerreur: [le|? = ||f — cu|l? = [|£]|2 + ¢|ul® — 2¢(f, u)

= Minimisation: projection orthogonale!

eplu & (f-cuu =0 = c¢=
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Norme et énergie d’un signal

m Vecteur comme un signal

F2 F=fisfor s fn) ERT

A

t2
Energie du signal: 2 :/ f(t 2 at
(1) g 9 I£1Z, ; £ ()]

/\/\ Espace vectoriel de signaux:

t1

v

Unser / Signaux et systemes

Composantes d’un signal

m Signal comme un point dans un espace vectoriel (espace de Hilbert)

= Signal: Lo ([t1,t2
gna fE ([ ]) Af(t) /¢(t)

ta
= Energie du signal: || f||7, = |f(t)|? dt
t1 t

m Meilleure approximation de f(¢) par ¢(t)
= Approximation linéaire:  f(t) ~ co(t)
= Erreur quadratique:

to ta
lell7, :/t (F(1)—co®)” dt = |I£]17,+c* |lg]7, -2 t f(t)o(t) dt
to

d
ez, _ T ),

de RO (6,0)

= Minimisation:
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f1 I n
X { T I ‘ I Norme au carré: || = Z Ifi|* (= énergie)
> i=1

Lo ([ti,ta]) = {f(t) cteltita] A [ IF@F dt < +oo
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Produit scalaire

m Concepts mathématiques sous-jacents

= Espace vectoriel des signaux: Vf,g € H, Va,3 € R = af+0g€eH

= Mesure de norme ou d’énergie: || f||?

= Forme bilingaire: Vc € R, (f,co) = c(f, o) ta. | fII*>=(f,f)

m Produit scalaire (réel)

Soit un espace vectoriel H réel. On définit un produit scalaire associant a tout couple
f,g € H un réel noté (f, g) qui a les propriétés suivantes Vo € R, Vf, g, h € H:

1. Linéarité: (of, g) = a(f,g) et (f + g, h) = (f,h) + (g, h)
2. Symétrie: (f,g) = (g, f)

3. Positivité: [|f]|> = (f,f) >0, Vf#0

m Exemples
s H=R" : (f,g) = fig1 + faga + -+ fugn
1 T
SH=L(0.T) ¢ (f0) = 5 [ Fwgt)a
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Produit scalaire (suite)

3-7

m Produit scalaire hermitien

Soit un espace vectoriel H complexe. On définit un produit scalaire associant a tout couple
fyg € H un complexe noté (f, g) qui a les propriétés suivantes Vo € C, Vf,g,h € H:

1. Linéarité: (af,g) = a(f,g) et (f +g,h) = (f,h) + (g, h)
2. Symétrie hermitienne: (f,g) = (g, f)*

3. Positivité: || f||*> = (f,f) >0, Vf #0

Généralisation du cas réel (symétrie — symétrie hermitienne)

Implication: 1+2 = (f,ag) = a*(f,g)

m Exemples

= H=C" : (f,9) = figi + f295 + -+ fug},

1 /7T
» H = Ly ([0,T]) complexe: (f,g) = T/o f)g*(t)dt

Unser / Signaux et systémes
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3.2 COMPARAISON DE SIGNAUX

= Corrélation et similarité

= Corrélation normalisée

= Fonction d’intercorrélation: définition
= |[ntercorrélation et convolution

= Application a la détection

Unser / Signaux & Systéemes 3-9

Corrélation et similarité

m Comparaison de signaux par mesure de distance

W=l (/ (7(t) —g<t>>2dt>”2

d(f,g) =0 < f=g pPp

m Mesure de similarité et corrélation
Hypothése: il existe un produit scalaire associé t.q. || f||> = (f, f)

If = gl? ={f =g, f —9) = IfI* + llgl* = 2{f, 9)

Donc si || f||* = cste et ||g||? = cste, alors

|f — gl minimum < (f, g) maximum

m Fonction d’intercorrélation
Degré de similarité entre deux signaux en fonction de leur décalage relatif

Unser / Signaux et systémes 3-10



Corrélation normalisée

But: Définir une mesure de similarité qui ne dépend pas de I'amplitude des signaux

m Corrélation normalisée (ou coefficient de corrélation)

(f,9)

p(f,9) = o Valable pour tout produit scalaire

R

m Inégalité de Cauchy-Schwarz

Quel que soit le produit scalaire, on a I'inégalité suivante

[(F Dl <A1 gl

avec égalité si et seulement si f = « - g avec « scalaire.

m Implications pour la corrélation normalisée

= —1<p(f,g) <1

=p(f,9)=1 & f=a-g pp

9

(f,9)

cost) = ———

LI Ngl

= p(f,g) peut étre assimilé au cos 6 entre deux vecteurs ou signaux
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Fonction d'intercorrélation: définition

m Produit scalaire pour signaux complexes a eénergie finie

+oo
@), = [ a0

— 00

x(t), y(t) signaux complexes ou réels

+oo
n) = eChyC+ ) = [ () )t

— 00

+o0
Ccya(T) = (), (- + 7)) :/ y(t) - a*(t+7)dt

— 00

Ccay(T): intercorrélation entre x(t) et y(t + 7)

cyz(T): intercorrélation entre y(t) et x(t + 7)

Unser / Signaux et systémes
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Corrélation et convolution

Intercorrélation Convolution
+00 +oo
Czy(T) = / x(t) y*(t +7)dt (g*xh)(T) = (h*g)(T) = / g(t —u)h(u) du
t+7=u

+o0 Foo
oy(7) = (- 4 7)) = | stu-ny@a= [ 2wy @d

Operateur de renversement: zV(7) = z(—7)

Donc: Cay(T) = (wv * y*)(T)

Six(t), y(t) réels:  cyuo(7) = coy(—T)

Unser / Signaux et systémes 3-13

Application: détection de signaux

Maximument = 7

s(t) = a- p(t — 19) + bruit Cps(t) o
e ) = ) R,

Pulse d’amplitude «

et de position 79 inconnues

= Structure du détecteur
Corrélateur = filire analogique (ou digital)

= Détecteur optimal en présence de bruit blanc
Filtre adapté

= Applications:
Radar
Sonar, Ultrasons

Demo sonar

Communications

Unser / Signaux & Systéemes 3-14



3.3 APPROXIMATION DE SIGNAUX

= Changement de base dans le plan
= Espaces de Hilbert
= Systeme orthonormal de fonctions

= Approximation aux moindres carrés
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Changement de base dans le plan

Soit & = (w1, x2) un point (vecteur) dans le plan R?.

Soit {e1, e2} une base orthonormale de R? t.q.
1, 1=y
e. e . o 6._ R
el =0 = o, ip . )
\\\\ y2 /// ’
Comment représente-t-on « dans la base {e;, ez} ?
€2

A:L'Q

€1 I

m Changement de base: (z1,22) — (Y1, ¥2)
Tr =1y1ex + Y2€9 avec y; = <£U, 87;>

ou, sous forme plus concise, x = Z(w, e;)e;

7
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Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel complet, typiguement de dimension
infinie, muni d’un produit scalaire (z, y).

m Exemples

= Le plan R? avec (z,y) = z1y1 + T2y2

T
= Ly ([0,T]): l'espace des signaux a durée et énergie finies avec (z, y) = T / x(t)y* (t) dt
0
+oo
= Ly(R): 'espace des signaux a énergie finie avec (x,y)r, = / x(t)y*(t) dt

Le produit scalaire spécifie
1) la notion d’orthogonalité: z L y < (x,y) =0

2) la notion de similarité par I'intermédiaire de la norme

[zl = Vi{z,z) s fle—yl =0 & z=y

Unser / Signaux et systémes 3-17

Famille orthonormale de fonctions
m Espace de Hilbert: L, ([0, 77])

1 T
Produit scalaire associé: (x,y) = T/ x(t)y* (t) dt
0

m Définition
La famille de fonctions ¢4 (%), . .., ¢~ (t) est orthonormale si et seulement si
(Omy On) = / G () (£) At = 6y, (Delta de Kronecker)
m Exemple L On(t) |

2t ‘
Les fonctions sinusoidales: ¢,,(t) = V/2sin <%)
/N \/ T
En effet, \ /
(dm(t), pn(t)) = 0, m # n (argument de symétrie)

1 (7 1
nll* = T/ |6 (1)) dt = 2/ sin?(2rn7)dr =1
0 0

Unser / Signaux et systémes 3-18



Approximation aux moindres carrés

Soit ¢1, ..., ¢n une famille orthonormale de fonctions dans H

m Questions
= Comment approche-t-on un élément x € H a l'aide des ¢,,?

= Quelle est I'erreur d’approximation?

m Théoréme d’approximation orthogonale

La meilleure approximation de x € H par une combinaison linéaire de fonctions

orthonormales ¢, ...,¢n € H est
N
EN =) Cnn aVEC cy = (T,Pn)
n=1
Lerreur (minimale) correspondante est
N
2 2
lz —anl” = =) = lzn|®>  avec  flanl* =) leal
n=1
Unser / Signaux et systémes 3-19

Preuve du théoreme d’approximation orthogonale

N N
Systéme orthonormal et énergie d’'un signal: y = Z antn = |lylI* = Z |a,|?
= n=1

N

N N N iy
En effet: [|y* = <Z U Py Z am¢m> = Zan Z U, ( Py Pm) = Z jan|?
n=1 m=1 / n=1 m=1 /

n=1
linéarité orthonormalité

N
Soit y = Z anon et e, = (z, ¢y,) alors
n=1
lz —ylI* = (z —y,z —y) = llz)* = (z,9) — (g, 2) + |yl

N N N
<$7y> = <x7zan¢n> :ZCLZ<J),¢”> :Zazcn - <y7$>*
n=1 n=1 n=1

N N N
Cequiimplique [|lz —y[* = [l = Y ahen =D anci + Y la,>  DemoJPEG
n=1 n=1 n=1

N N
= ||z||* - Z lenl? + Z lan — ¢,/ minimum pour  a, = ¢,
n=1 n=1

En effet: |an — cn|® = (an — cn)(al, — ¢) = |an|> + |cn|? — alien — anc,

Unser / Signaux et systémes 3-20



3.4 SERIES DE FOURIER TRIGONOMETRIQUES

= Séries de Fourier trigonométriques
= Spectre d’un signal périodique

= Interprétation Hilbertienne

= Orthogonalité des co-sinusoides

= Séries de Fourier généralisées

Unser / Signaux & Systéemes 3-21

Séries de Fourier trigonomeétriques

m Signal réel périodique de période T’

e A l‘T(t> = .’L'T(t+ kT), kelZ

<&
<

>
>

2
wo = —
¢ T T

-T/2 +T/2 Pulsation
, iy . . fondamentale
m Décomposition en série de Fourier

+oo
7 (t) = ag + Z (2a,, cos(nwot) + 2b,, sin(nwot) )

n=1

m Calcul des coefficients de Fourier

T/2
= —/ ) cos(nwot) dt
T/2 Condition d’existence
- T/2
t) dt < +
— _/ ) sin(nwot) dt /_T/2 2z () >
T/2
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Spectre d’un signal périodique

m Notion de spectre discret

Un signal périodique est décrit de fagon unique par ses coefficients de Fourier aq, 2a,,, 2b,

= x(t) posséde un «spectre de lignes», un «spectre discret»

m Représentation graphique des lignes spectrales

A ;an
L 2aq, 2b,
2a, 24
2aq, 2b,
1 1 w —VU)
w, 2w, 30, J_ W, 20, 2p 40,
wo
composantes paires composantes impaires
m Décomposition en partie paire et impaire
(t) = zp(t) + (1)
+oo +oo
zp(t) = ao + Z 2a,, cos(nwot); z;(t) = Z 2b,, sin(nwot)
- f.p. - f.i.
Unser / Signaux et systémes 3-23

Interprétation Hilbertienne

m Espace de Hilbert des signaux a durée et énergie finies

T/2
Lo ([-Z,1]) = {x(t): 2(t) = 0, 1 >% et/ \x(t)]th<+oo}

—T/2

m Produit scalaire associé

1 [T/2 .
=g [ w0 -

L 2

| :
+T/2

Théoréme: {1, /2 cos(nwot), v2sin(nwot) }, _. estune base orthonormale pour Ly ([~ %, 5])
= Tout signal x(t) € H admet une décomposition unique en somme de fonctions

(co-)sinusoidales

m Extension naturelle aux signaux périodiques T ar(t) = zr(t+kT), k€ Z

T

Unser / Signaux et systémes 3-24



Orthogonalité des (co-)sinusoides

m Relations fondamentales d’orthogonalité

T/2
/ (m27rt> cos <n27rt> A =5,
T/2 T

2 / T/2 . m2nt\ . n2mt a
— sin [ —— =0y
T s sin T T m—m

2 [T/2 m2nt\ . n2mt
— coS sin[ —— |dt=0
T J_+ /2 T T

Unser / Signaux et systemes

Séries de Fourier généralisées

Soit {¢, (t)},,c7 un ensemble de fonctions orthonormales formant une base de H = L ([—Z,

m Orthonormalité

1 [t7/2 1, m=n
<¢ma¢n> = T /—T/2 ¢m<t)¢n(t) dt = dpm—n = { 0, m 7& n
m Séries de Fourier généralisées
1 [t7/2
=Y aon(t) aveo an= (o) =1 [ aonnar
nez T —-T/2

m Vérification

Z ann(t

Uy = (T, Pm) = <Zan¢n,¢m> L/Zan (Gns bm) = am
n 5n: .

Soit x (¢ linéarité du produit scalaire

Encore faut-il s’assurer que la famille {¢,,(t)},,.

Unser / Signaux et systemes
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3.5 SERIES DE FOURIER COMPLEXES

= Séries de Fourier (cas complexe)

= Simplification du calcul réel

= Amplitude et phase

= Interprétation du spectre de Fourier
= Espace de Hilbert complexe

Unser / Signaux & Systéemes 3-27

Série de Fourier (cas complexe)

m Signal complexe périodique de période T'

A
:ET(t) = xT(t + k‘T), keZ
T N _ 2m

Wy = T
/\/\\ t‘ Pulsation

f tal
7T/2 +1/2 ‘ondamentale

&
<

m Décomposition en série de Fourier complexe

xr(t) = Z Cped ot

nez
m Calcul des coefficients de Fourier

1 T/2 ; ;
Cp — — / :L‘T(t)e_jnw()t dt = <£I}T, 6an0.>
T J_1/2

Condition d’existence (suffisante):

T/2
/ lzp(t)|dt < +o0 = |en| < o0
—T/2

Unser / Signaux et systémes 3-28



Simplification du calcul réel

m Coefficient de Fourier d’un signal réel x(t) = % (¢)

T/2 T/2
/ t)eInwot qt / (t)e™otdt = ¢
mn
T/2 T/2
) ) ) Relations d’Euler:
m Lien avec la série de Fourier réelle ,
¢?% = cosf + jsin b
cp = ag (valeur moyenne) 9 4 o3
cosf = — s
Cp =c", =ay, — jby
ed0 _ =i
T/2 Sin6‘ = 2—
En effet: ¢, = = / ) (cos(nwot) — j sin(nwot)) dt J
T/2
T/2 T/2
= —/ ) cos(nwot) dt —j —/ 7(t) sin(nwot) dt
T/2 T/2
an:%(cn‘i‘cfn) bn:%j(_cn"l‘c—n)
m Avantages de la représentation complexe
= Simplification de I'écriture et des calculs (merci, Euler!)
= Mise en évidence des symétries par I'introduction des fréquences négatives
Unser / Signaux et systémes 3-29
Amplitude et phase
m Représentation polaire des coefficients de Fourier JIm A
Cn = |Cn| . e]ﬂan
Cn:an_jbn:‘cn"ejson _]bn
©n Re
Amplitude de c,: len] = Va2 + b2 7 >
n

-b
Phase de c,,: on = arg(c,) = arctan <"> +kw, kelZ
an

m Formule de reconstruction dans le cas réel

E Cn e]nwot = ¢ + E Cn ejnwot + E C Jnwo

neZ
+o0
=co+ 2R€<Z cnejn“’ot> =co+ 2Re(z |cn\eﬂ(”wot+<pn))
n=1

n=1
“+oo

=co+2 Z |en | cos(nwot + ¢n)
n=1

Unser / Signaux et systémes
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Séries de Fourier: exemple

m Signal rectangulaire m Séries de Fourier tronquées

{1 te (-T/4,T/4)
TN 0, te[-T/2,—T/4) UT/4,T/2)

m Coefficients de Fourier

. T/4 ) " N
. /+T/4 ozt gy €T I sinan/2) ~T/4 47/
n — T - .5 - -
TSty g2 gy =33
m Spectre de Fourier
, T, n=3,711,...
en = len| - €7 o = { .
0, sinon
1/2
\\ ]
N
\“\ 1
‘\\ 51
AW o | SN n
b 12} s T
Seo .~
1
3
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Interprétation du spectre de Fourier

m Amplitude
= Plus un signal est a variation lente, plus son spectre décroit de fagcon rapide.

= Concept de largeur de bande: domaine spectral sur lequel les amplitudes spectrales |c,,| ne sont
pas négligeables. Typiquement, un signal a variation rapide a une largeur de bande supérieure a
celle d’'un signal a variation lente.

m Degré de différentiabilité. La présence d’une discontinuité se traduit par une décroissance lente du
spectre; e.g., 1/n. On démontre que si les k premieres dérivées d’'un signal sont bornées, alors son
spectre décroit au moins comme 1/n*.

m Phase
= La phase a un réle crucial pour reproduire la forme d’un signal. Pour générer un saut brusque, il est
primordial que les fronts (zéros) des sinusoides soient bien en phase.
m Symétrie
= Signalréel: c_, =c},
= Signal réel pair: ¢, = Re(c,) =a, = spectre réel
= Signal réel impair: ¢, = jIm(c,) = —jb, = spectre purement imaginaire

Unser / Signaux et systémes 3-32



Espace de Hilbert complexe

m Espace des signaux complexes a durée et énergie finies

T/2 T
Hr = : GC/ (t)|* dt < +oo et z(t) = 0 pour || > =
T/2 2
T/2
Produit scalaire associé: (z,y) = / z(t)y*(t) dt
T —T/2

Théoréeme: {ej"“"t}neZ est une base orthonormale de H

= Vzé& HT, x(t) — Z <$,€jnw0~> ejnwot
A,_/

nez

n

Orthogonalité des exponentielles complexes

1 [T/2
<ejmw0', ejnw0'> _ / elmwot ,—jnwot J4 — Smm
T J_7/2

1

2 .

Justification: / e?2™(m=mtqy — 0 pour m # n (compensation des valeurs positives et négatives)
_1

2

Unser / Signaux et systémes 3-33

3.6 BASES ORTHOGONALES: COMPLEMENTS

= Bases orthonormales

= Systemes complets: de Bessel a Parseval
= Parseval et séries de Fourier

= Phénomeéne de Gibbs

Unser / Signaux & Systéemes 3-34



Bases orthonormales

m Structure mathématique requise

Espace de Hilbert H muni d’un produit scalaire (x,y) qui spécifie les notions de
norme et d’orthogonalité

m Bases orthonormales: propriétés fondamentales
1) les fonctions ¢,, € H doivent étre orthonormales; c.ad.  (¢m, Pn) = Om—n

2) le systéme {¢,, } doit étre complet; c. a d.

“tout élément de 'H peut se représenter de fagon exacte”

“il n’existe aucun élément non nul de H orthogonal a tous les ¢,,”

= le point délicat en dimension infinie!

m Développement dans une base orthonormale

VeeH, x = Z<x,¢n)¢n & Ve eH,

n

xr — Z<w’ ¢n>¢n =0

n

Unser / Signaux et systémes 3-35

Systemes complets: de Bessel a Parseval
m Inégalité de Bessel

Soit {¢x } nen Un systeme de fonctions orthonormales dans H.

Ve eH, Y |z ¢u)l* =D leal® < |lalf?

neN neN

Preuve: Application du théoréme d’approximation orthogonale
N

N
lz = zn|® = llz)* = len | = ll2]* = D> leal* 20 = D Jeal® < l|z)?
n=0

n=0

211 = lznlI* + flell?

m Définition
Le systéme orthonormal {¢,, } nen €st complet si et seulement si

L= Z<xv Pn) P

=0
neN

Ve e H, lim |z—ay|?®=
N—+o00

m Théoréme de Parseval

{®n},,cn €8t un systeme orthonormal complet—et donc une base orthonormale de H—
sietseulementsi Vz €M, > |[(z,¢n)> = |eal* = ||z

neN neN

Unser / Signaux et systémes 3-36



Parseval et séries de Fourier

1 [T/2 '
Coefficients de Fourier complexes: ¢, = (z, ¢p) = T/ z(t)e "ot dt
—T/2
Relation de Parseval
) 1 T/2 5 )
Joll? = 7 [ (0 dt = 3 fen
—T/2 nez
N
Série tronquée: zy = Z cpelmwot
n=—N N
Erreur d’approximation: [z — zn|* = [[z]* = Y [en? Nz
n=—N

m Convergence des séries de Fourier

C’est une question qui a longtemps laissé les mathématiciens perplexes et qui n'a été
résolue, de fagon satisfaisante, qu’au début du 20éme siécle (théorie de Lebesgue).

La convergence uniforme nécessite, en particulier, que x () soit continue.

Autrement, on a seulement une convergence au sens de la norme L (cf. Gibbs).
De plus, si z € Ly ([-Z, Z]), la convergence ponctuelle (i.e., iz (to) = #(to))
est assurée presque partout (Carleson, 1966; Prix Abel 2006).

Unser / Signaux et systémes 3-37

Phénomeéne de Gibbs

Décomposition en série de Fourier d’'une onde rectangulaire de période 7' = 1

0, —1<t<—1 \
a(t)=< 1, —t<t<+l
N=5
0, +1<t<+3 A A
i WY N =11
m N=101

4N
en(t) = D cpel?™
n=—N

Ccr = /+1/4 efj27rnt dt = SiIl(’I’L7T/2)
—1/4 nm

m Commentaires
Deux ensembles de conditions suffisantes pour la convergence uniforme des séries
de Fourier sont:

= x(t) continue et Z len| < 400
nez

= x(t) ainsi que sa dérivée sont a énergie finie;

Aucun n’est satisfait ici!

Unser / Signaux et systémes 3-38



